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Tensoren van 0 naar n dimensies

Scalar Vector Matrix Tensor
B EIEZE]

Difference between a scalar, a vector, a matrix and a tensor




Tensoren van 0 naar n dimensies

@ Een scalair is een enkel getal : x

X1
. X2
@ Een vector is een array van getallen : x =
Xn
@ Een matrix is een 2 dimensionale array :
A171 A1,2 e A17n
A A . A
A= 2,1 2,2 2,n
Ami Am2 .. Amn

@ Een tensor is een n-dimensionale array met n > 2
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Tensoren van 0 naar n dimensies

@ Een scalair is een enkel getal : x

X1
. X2
@ Een vector is een array van getallen : x =
Xn
@ Een matrix is een 2 dimensionale array :
A171 A1,2 e A17n
A A . A
A= 2,1 2,2 2,n
Ami Am2 .. Amn

@ Een tensor is een n-dimensionale array met n > 2

Merk op: wiskundigen tellen typisch vanaf 1 @
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Bewerkingen op matrices en vectoren

In lineaire algebra kan je elke bewerking algebraisch uitrekenen maar deze
bewerkingen hebben ook steeds een meetkundige betekenis !

Bewerkingen op matrices en vectoren



Optellen van vectoren
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Vectoroptelling via componenten
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Vermenigvuldiging met een scalair
getal

| ]

- e s oo

o~
- 12 3 4 5 6 7 8 9 0N
== Tttt

g .
We zien dat de vector 3 x @ = [;] in het verlengde ligt van vector @ = [i]

“Ixa= [i}iﬂ :[:ﬂ
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in-product van vectoren

Inwendig product, scalair product ofwel dot product
Product van parallelle componenten

w
v V-W =|V|Wlcos®

=V IV +V, IV, + VT,
\ [V]
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Transpositie

Verwissel rijen en kolommen :

T 12
ar 121" [13] |sal [135
M:Dﬂ 34|=[24] |[s56] 1246

Vector iransposition Square matrix transposition Non-square matrix transposition

Dimensions of matrix transposition

https://hadrienj.github.io/posts/Deep-Learning-Book-Series-2.1-Scalars-Vectors-Matrices-and-Tensors/
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https://hadrienj.github.io/posts/Deep-Learning-Book-Series-2.1-Scalars-Vectors-Matrices-and-Tensors/

Optellen

1 1 2
+ =
2 4 6
+ =

Adition of two matrices
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Optellen

Adition of two matrices

Merk op: wiskundigen houden
van symmetrie. De optelling is
puntgewijs en dus moeten de

dimensies dezelfde zijn @
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Optellen

A1 A2 Bia
Ar1 Asp| + B> =

As1 Az B3

.
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Optellen

_ 9

A1 A2 B @

Ar1 Asp| + B> =

As1 Aszp B3

[A11 Ao Bi1 Bia A1+ Big Aip+Big
Ar1 Acp| + |Bo1 Boi| = A1+ Ba1 Ao+ By
[A31 Asp B31 Bsa A31+B31 Aszp+ B3
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Optellen

A
[A11 Ao B IS
Ar1 Asa| + B> = =
As1 Aszp B3
[A11 Ao Bi1 Bia A1+ Big Aip+Big
Ar1 Acp| + |Bo1 Boi| = A1+ Ba1 Ao+ By
[A31 Asp B31 Bsa A31+B31 Aszp+ B3

Broadcasting

In Python (numpy) zal de tweede matrix automatisch gereshaped
worden zodat de optelling wel kan ! Ook een matrix en getal optellen

N

5

Q

L

A + x kan op die manier.
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Dot product

= puntsgewijze vermenigvuldiging

The dot product between a matrix and a vector

Algemeen :

A D

Bewerkingen op matrices en vectoren



Dot product

/-
Eigenschappen : g@

e distributiviteit : A(B+ C) = AB + AC
e associatief : A(BC) = (AB)C
@ NIET commutatief : AB # BA

@ het dot product tussen vectoren is echter wel commutatief :

xy =x'y=y'x

o (AB)T = BTAT

Bewerkingen op matrices en vectoren 14 / 47



Waarom geen gewone
puntvermenigvuldiging?

Omuwille van de vele nuttige toepassingen :

Example: The local shop sells 3 types of pies.

* Apple pies cost $3 each
« Cherry pies cost $4 each

* Blueberry pies cost $2 each

And this is how many they sold in 4 days:

[Mon| Tue [Wed | Thu
Apple |13 [0 | 7 |15
Cherry | 8 |7 |4 | 6

Biueverry | 6 | 4 |0 | 3 13

[$3 $4 $2]x| 8
6

7 15
4 6| = [$83 $63 $37 $75]
03

Now think about this ... the value of sales for Monday is calculated this way:

» N0

Apple pie value + Cherry pie value + Blueberry pie value

$3x13 + $4x8 + $2x6 = $83 $3x13 + $4x8 + $2x6

https://wuw.mathsisfun.com/algebra/matrix-multiplying.html
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https://www.mathsisfun.com/algebra/matrix-multiplying.html

Waarom geen gewone
puntvermenigvuldiging?

Dot producten beschrijven perfect een lineair systeem van onbekenden

Ax=b
A1,1X1 + A1’2X2 +...+ Al,an = b
Arixi +Apxo+...+Axpxn = b
Am’lxl + Am’2X2 + ...+ Aman = bny
Zoek de onbekenden x1, xo, ..., X,

In een ML probleem wordt dit vaak omgedraaid : de vector x kan je zien
als de input - b de output (teacher). Hoe kies ik de matrix (van weights)
A opdat inputs afgebeeld worden op outputs? Een matrix kan je dus zien

Bewerkingen op matrices en vectoren 16 / 47



Meetkundige betekenis van een
matrix dot vermenigvuldiging =
afbeelding of transformatie

(2 2)
~~
fx,)




Identiteit en inverse

100
I=]010
001

o ldentiteit : A% 3 idendity matrix lax = x

o Inverse : A“1A =1,

Bewerkingen op matrices en vectoren 18 / 47



Simpele oplossing voor het lineair
stelsel

Ax=0Db
AlAx=A"1b
lx=A"'b
x=A"1p




Simpele oplossing voor het lineair
stelsel

Ax=0Db
AlAx=A"1b
lx=A"'b
x=A"1p

Kleine python onder het gras ; A1 bestaat niet altijd ...

Bewerkingen op matrices en vectoren 19 / 47




En wanneer bestaat A1 ?

De inverse zal bestaat als de set van vergelijkingen juist 1 oplossing heeft voor elke waarde van b. Het systeem heeft
een matrix A nodig die square is (#rijen = # kolommen) en alle kolommen moeten lineair onafhankelijk zijn van

elkaar (ze mogen niet op 1 lijn liggen). Of nog : wanneer de determinant (zie verder) van de matrix nul is, zal de
matrix geen inverse hebben.

Bewerkingen op matrices en vectoren
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Determinanten



Een matrix is een lineaire
transformatie

Een dot product van een matrix en vector zal een nieuwe vector geven op
een andere positie in de ruimte = getransfereerde vector.

Deze transformatie of verplaatsing kan of wel een herschaling zijn, een
rotatie, een spiegeling of een combinatie.

A(Xx) = AA(x) A(x+y)=A(x)+ A(y)

e =[5 ][0] o
PN 3
2

IS T




Wat is een determinant?

ab
A=| . g| |Al=ad-be

Determinant of 2x2 matrix

|A] = a(ei - fh) - b(di - fg) + c(dh - eg)

=

I
T oo ®
= o O
0

Determinant of 3x3 matrix
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Wat betekent dat getal nu?

Rotation Change in
orientation

Positive Negative & @ @
determinant determinant i

Een matrix kan je dus bekijken als een lineaire transformatie. De
determinant van de matrix geeft een maat voor de multiplicatieve
verandering die deze transformatie teweegbrengt. Een negatieve de-
terminant geeft een wijziging van orientatie (en dus niet alleen een
herschaling of draaing)

Determinanten



Wat betekent dat getal nu?

(ZRC kuitEqnare Gensfoomad by ke piccrbe The unit square transformed by the matrix with a negative determinant

De determinant drukt de hoeveelheid van schaling van de transfor-

matie uit.
De determinant determineert of een stelsel van lineaire vergelijkingen

een eenduidige oplossing heeft.

Determinanten
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Normen



Wat is een norm? ©®

Een norm is een belangrijk begrip voor ML algoritmen, ze worden namelijk
vaak gebruikt om de error te berekenen tussen een geschatte waarde en de
werkelijk waarde. Dit begrip heeft dus iets met afstand te maken, alleen

een norm bereken je voor 1 vector (geen 2) en dus is een betere definitie :

een norm geeft een maat aan voor de lengte (grootte) van een vector

Een error is de lengte van het verschil tussen 2 vectoren
Een norm wordt als volgt geschreven ||v||

Normen 27 / 47



De kortste verbinding tussen 2
punten is een rechte lijn

Je kan verschillende norm-functies bedenken, maar ze moeten wel voldoen
aan volgende eigenschappen (anders zijn ze geen correcte maat om een
lengte aan te duiden)

@ een norm moet altijd een positieve waarde als resultaat geven

@ een norm kan alleen 0 geven voor de nulvector

© |[[kv[| = [Kl[|v]]

@ een norm voldoet aan de driehoeksongelijkheid :

v+ wl| < [v]] + [|w]|

Normen



[12 [P [

Lr vl = 35 il

L2 [lv]l2 = /3 vF

squared L2 ||v|]2 = 3, v?

L7 [v]lp = (S vP)r

L ||v]|so = max;|v;|

https://hadrienj.github.io/posts/Deep-Learning-Book-Series-2.5-Norms/
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https://hadrienj.github.io/posts/Deep-Learning-Book-Series-2.5-Norms/

Normen en dot producten

a'b = ||a||»||b||2cost

|1l| cos(0)

We take the component of a
that lies alongside b

Wanneer tussen de 2 vectoren een hoek van 90° zit is het product 0. Deze
vectoren noemt men dan orthogonaal

Normen 30 / 47
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Eigenvectoren en eigenwaarden

Wanneer de transformatie van een vector een nieuwe vector oplevert
die in dezelfde richting ligt dan de oorspronkelijke dan spreekt men
van een eigenvector. Av = Av , A is dan een eigenwaarde.

Eigenvectoren en eigenwaarden 32 /47



Eigenvectoren en eigenwaarden

De transformatie A = E ﬂ bewaart de richting van de vectoren die

parallel zijn aan de eigenvectoren vy—; (purper) en vy—3 (blauw). De rode
vectoren zijn niet parallel aan 1 van de eigenvectoren en dus worden deze
van richting veranderd door de transformatie. De blauwe vectoren zijn
driemaal groter na transformatie (eigenwaarde is 3). De purpere vectoren
blijven dezelfde lengte behouden (eigenwaarde is 1). (Wikipedia)

Eigenvectoren en eigenwaarden



Een vierkante matrix kan
ontbonden worden via zijn

elgenvectoren en elgenwaarden
A =V diag()\) V!
Ao [5 1} {1 1“6 0] [0.75 0.25]
3 3 1 —=3||0 2|[025 —0.25

De eigenvectoren zijn (1,1) met eigenwaarde 6 en (1, —3) met
eigenwaarde 2

Wiskundigen proberen matrices zo vaak mogelijk te diagonaliseren,
opdat dit het rekenwerk aanzienlijk vereenvoudigt. Diagonaliseren
gebeurt a.d.h.v. eigenwaarden.

Eigenvectoren en eigenwaarden



Kwadratische functies kan je
uitdrukken als een vierkante matrix

f(x) = ax3 + (b + c)x1x2 + dx3 |

0=t w12 4|7

Wanneer deze matrix omgezet kan worden naar een
diagonaalmatrix kan de kwadratische functie her-
schreven worden zonder crossterms en dus een een-
voudigere vorm aannemen die eenvoudiger is om op
te lossen! (Principal Axes Form)

http://homepage.ntu.edu.tw
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Waarom is lineaire algebra
belangrijk voor data science?

@ vectorizatie en array programming

@ beeldverwerking

@ dimensie reductie




Neurale netwerken : rekenen met
vectoren en matrices

= Example consider a problem with 3 inputs and 2 neurons:

ny . W= Wi Wi W3
Wy Wza W3

P
P=|p2
P3

f(W :row(1)-p + by)
n, f |82 a=[:ﬂ=[f(w:rr::vv(2)-:ib]z)}

[ b
=f(Wp+b)

Waarom is lineaire algebra belangrijk voor
data science?



Woorden en teksten als vectoren en
matrices

Documents m— veClor-space

representation
ol | oE ) oa | e | Ds
iy | F 3 3 3
algarithm 1 4 |4
oy 1 2
traffic 2 3
nebwazrk i |4
Term-document matrix

Waarom is lineaire algebra belangrijk voor
data science?




Beelden zijn matrices

Pixel intensiteiten worden opgeslaan als een matrix. Elke bewerking op het

beeld is m.a.w. het toepassen van lineaire algebra op deze matrix.

B e I IR I I I IR I I
A OO0 O®® o oo
A OO0 O® @ ® oo
A0 OO0 0000 ® oo
AHO D OHA O T DD O ® oo
eI e 00O ® O o
A0 OO0 O ®® o
TP AP ORI A A O ® @ o
A0 OO0 008 ® o
T HD OO HAAD O ® ® o
A0 I I000®® o
A0 OO OO OO O ®
R R
Hod A O OO oo
AHA A OO0 O®® o oo
B e I IR I I I IR I I

Array computing demands visualization and visualization demands arrays
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https://www.nibcode.com/en/blog/1135/linear-algebra-and-digital-image-processing-part-I

Dimensie reductie via de toepassing
van eigenvectoren : Principal
component analysis

Wanneer je data bestaat uit extreem veel features, kan je ervanuit gaan dat
velen hiervan niet echt bijdragen aan de beschrijving van de data. Je wil
de redundante features dan ook elimeren. Hier kunnen eigenvectoren bij
helpen! Je gaat op zoek naar die features die een maximum aan variantie
in de data behouden (want je wil zo weinig mogelijk informatieverlies).

0

Je berekent eerst de co-variantie matrix en je kiest dan de grootste
eigenvectoren daarvan om een functie te bekomen die n features afbeeldt

Waarom is lineaire algebra belangrijk voor
data science? 41 / 47




Co-variantie

Co-variantie meet hoe twee features zoals bvb de lengte en het
gewicht van een persoon samen varieren in een groep van mensen.

0(x,y) = 721 Xima(xi = %) (v = 7)

Waarom is lineaire algebra belangrijk voor
data science?




PCA

iInitial coordinate c=fx) | New coordinate
i system pE——— system i
: Encoding ! :
: 3 data i 3data |
i points i points |
i Decoding | i
L ondims [X, %, ) | g———— taims [c, ¢, ]|
{ jooox=gld) | }

Principal components analysis as a change of coordinate system

Waarom is lineaire algebra belangrijk voor
data science?
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Toy dataset with correlated features i ) )
Eigenvectors of the covariance matrix

We rotated the data in order to have the largest variance on one axis

Waarom is lineaire algebra belangrijk voor
data science?




Python: The Meaning of Life in
Data Science

check out:

4

np.linalg . . .




Meer weten?

lessenreeks youtube : Essense of lineair algebra : https://www.youtube.
com/playlist?1list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab

Essence of linear algebra
3BluelBrown-1/15

Vectors, wat zijr
lineaire algebra,

3Blue1Brown
Linear combinat
vectors | Essenc
3Blue1Brown
Linear transform
Essence of linea
3Blue1Brown

‘

to then move

Matrix multiplic:
Essence of linea

3Blue1Brown

4 P Bl N) 424/951 Three-dimensiol

tranefarmatinne

AD-
transformations

3BLUETBROWN SERIES S1- A1
Vectors, wat zijn ze? | Essentie van lineaire algebra, hoofdstuk 1



https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab
https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab

Meer weten?

guide to
LINEAR ALGEBRA

Online posts :
@ https://hadrienj.github.io/tags/#numpy

@ https://www.analyticsvidhya.com/blog/2017/05/
comprehensive-guide-to-linear-algebra/
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